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The solution of an agglomerative hierarchical clustering problcln is gencrally given as a

dendrogram  The distancc obtaincd froln the dendrograln 、ァhich is characterized by a
hierarchical structurc fT and a levcl functionみ Possesses the ultramctric Properties.

In this paper, a rclationship betv′ een a set of cigenvalues obtained by applying the
principal coordinates analysis to the ultramctric distancc matrix O+=(δ グノ)Onく〃,力 〉and Values

of a level function On〈″,力〉iS diSCusscd As a r‐ ult,for exala■ ple,formation of clusters on〈 〃,″〉
is representcd by thc linear combination of the squarcd valucs of level function,、 vhich is cor―

responding to the sum of eigenvalues  lVIoreover vze can deduce that arrangement of each

element in the coniguration matrix formed by the principal coordinates analysis is related to

the fusion of cach clustcr on 〈Ff, /i〉   Finally 、ze propose a useful procedure of comparison
among several dendrOgrams (ie, COnnguration matrices) by uSing Gower's Generalized
Procrustes analysis

l.ま  え が き

現存する数多くの数値分類法 (あ るいはクラスター分析法)の うち,凝集型階層的手法 (Aξ

glomerative Hierarchical Cltlstering;AHC手 法)は計算用のプログラムが手軽に作成できる

こともあって多 くの分野で利用されている.ふつ う入カデータとして分類対象間の非類似度ま

たは類似度行列が与えられると,こ れに適当な AЛC手法を適用して, 出力情報である解の分

類系統樹 (デ ンドログラム)を作るというのが標準的な分析手順である.利用者はこの系統樹

の上で分類対象間の関連性を観察し必要に応じて適当にクラスター化を行 う.

多 くの場合,_4HC手 法は非類似度あるいは類似度として ノンメトリックな場合までも扱 う

ことができるとぃう特徴を持っている.事実,生物学,心理学,社会学を初め多 くの分野で扱

うデータはこうした性質を備えていることが多いので,朋 C手法が頻繁に利用される.

しかし, ここで得られた系統樹の上の分類対象間の関係は必ずしもノンメトリックではなぃ

という点に注意しなくてはならない。系統樹の上に現われた分類対象間の関連性はそのとき用

ぃた算法によって生成された新たな関係であって,必ずしももとのそれと一致するとは限らな

いのである しかし,分類対象間に何らかの類似性が内在しているのであれば系統樹の上に作

られた新たな関係も,それを近似していると解釈される。 実際,AHC手 法の利用者は系統樹

を観察してクラスター構成を解釈するという手続きを踏んでいる。

このように系統樹は,多数の分類対象間の関係を 2次元平面内の情報に要約するという利点

もあるが,一般にその解釈は恣意的となりやすい。また,それが一種の近似表現であることか

ら様々の問題が生じる.た とえば,次のような点である.
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1)系統樹の上になられるクラスター生成過程をいかに評価すべきか,つまり系統樹上の分

類対象の連結順位は同じであってもクラスターのまとまりの程度は様々である.こ の連結順位

と階層構造に内在する特性をどのように評価するか .

2)入 カデータとして与えられた非類似度 (類似度)行列を,解である系統樹がどの程度近

似しているのであろうか.(解の適合性の評価).

3)系統樹間の比較をいかに行うか.た とえば, 同一データに複数の算法を用いて求めた複

数の系統樹をどのように比較し解釈すべきか。

これらを解決するために,本研究では系統樹のもつ情報を主座標分析により別の情報に変換

することを考えた.すなわち, 系統樹上の強メトリック距離と主座標分析で得られる固有値 ,

負荷量ベクトルとの間にみられる関係を求め, 続いてこれを利用すると系統樹の適切な評価を

行うことが可能となることを明らかにする.

2.凝集型の階層的数値分類法

2.1 階層的構造と強メトリック距離

一般に,凝集型の階層的数値分類法 (AHC手法)と は分類結果が図1の ような系統樹で与え

られる手法をいう.いま分類対象として大きさが %の個体集合 E=(1,2,… ・ル,…・,%〕 が与え

られたとき,適当な個体間の非類似度 のプを約束し,非類似度行列 D=(4ノ )(グ ,ノ ー1,2,… ,,

%)と して表現する (類似度を考えることも出来るが,こ こでは非類似度につぃて述べることに

する).前述の ように この あノは必ずしもメトリックである必要はない.次にこの Dに対し

適当な算法を適用して,類似した個体から逐次的に連結・併合を繰 り返すと図1の ような系統

樹が生成されるので,こ れを適当に切断すればクラスター化が達成される ここで,後の議論

のために必要な記法と概念を準備しておく.

図1 基本系統樹の4つ の型
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[1]階層的構造とクラスター

ここではとくに,連結の順序に関して単調な階層的系統樹を考える1).階
層的 (hierttchical)

とは,個体あるぃはクラスターの逐次連結によりえられる個体のすべての部分集合Иl,И らИ3,

…・について,集合 ″=μ l,И
"И

3,…・}力 次`の条件を満たす場合をいう。

1)〃=μルИ2,…・〕上の任意の2つの集合 Иグ,Иノ(_4′ キ‐4ノ)が ,_4,CИノ又は _4′CИ
`又

は

_4グ ∩∠ノ=φ

2)E一 ∪∠グ,_4`∈ ″

を満たすとき,″ は階層的であるという.そ して ″ の各要素をクラスターと呼ぶ .

たとえば図1-(iv)を 例にとれば,E=(1,2,3,4),″ =〔 (1),(2),〔 3),〔 4〕 ,(1,2},(3,4},〔 1,2,

3,4)}である。そして (1},(1,2)等はクラスターである.

[2]水準関数 カ

1)階層構造 ″ は次の条件を満たす正の実数値関数 みをもつ.こ れを クラスターの結合水

準の関数あるぃは水準関数 と呼ぶ .

i)VИ ,3(〃,И⊂B⇒ ん(4)<λ (3)

五)Vχ (E,ん (χ)-0
2)水準関数 ん

(。 )の とりうる値を連結の順位に対応させて みα(α=0,1,… ・,,z-1)と 表わす .

ここで,みαは単調増加であり同位はないものとする (strictly Orderedで ある)り。すなわち ,

力0=0<力 1<ん2<…・<″α<…・<力″.

[3]系統樹 <〃,ん >
以上から,系統樹 とは階層構造 〃 と水準関数 力αによって特徴づけられる平面内の布置図で

あるから, これを記号 <〃,ん>に より表わす .

したがって,凝集型の階層的数値分類法 (AHC手法)と は,与えられた個体間に約束した適

当な非類似度の行列 り を適当な算法により系統樹 く″,ん >に変換する方法である, と要約で

きる.

AHC手法は与えられた非類似度がメトリックであるか 否かにかかわ りなく, 比較的広い範

囲の Dに対して利用できるという柔軟性がある.しかし,系統樹 <π,2>上の個体間の関係

は次に述べるように必らずメトリックな関係として表わすことができる.

(1)     δグ′全ん(И′ノ)=min〔ん(∠ )‐4C″ ,グ (И ,ノ cИ〕

つまり<″,ん >上の関係とはこのδゥを個体グと′との間の非類似度とすることである.こ の

とき明らかに次の関係がある .

i)δ′
`-O   Vた

E
ii)δゥニδブィ   Vづ ,ノ cE

i五)δ″≦max〔δ′ん,δル〕  Vグ ,プ ,ん (E

δリブがメトリックな非類似度と異なる点は iii)に ある.こ れは通常の三角不等式を,さ らに強

めた二等辺三角不等式により置きかえたものであるから強メトリック距離 (ultralnettc dお tallce)

と呼んでいる.

したがって,階層構造をもつ系統樹 <″ ,ん >上の関係とは,与えられた Eの上に強メトリ

⊃ 算法によっては,必ずしも単調な階層構造をとらない解を与えることがあるが,こ こでは上のような場合

のみを考える

2)か りに同位の場合があっても,後述する主座標分析法の結果で,固有値が等根となるだけである。しかし,

固有ベクトルが一意に定まらないので,念のために,本報告の議論では同位の場合を除外しておく.
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ックな関係 D十_(δグノ)を埋めこむことである, あるぃは任意の非類似度行列
'一

(あノ)か ら強

メトリックな距離行列 D+=(δ′′)を生成することである, と言ぃ表わすことができる.

以上の準備のもとに系統樹の性質を調べよう.

2.2 強メ トリック距離の性質

系統樹の観察から分類結果を分析する際, 客観的規準がないと, どうしても恣意的な解釈に

おち入 り易い。そこで δ′ノがメトリック距離であることに注目して,<〃,み >を別の情報に置

きかえることを考える.換言すると<″ ,み >上の %個 の個体の関係をψ次元 (ψ≦%-1)ユ ー

クリッド空間内に布置して, この変換過程でみられる性質を利用して系統樹の評価を行 う方式

を考えて教よう。こうした目的に適した方法 として容易に連想されるものに,いわゆる主座標

分析法 (Torgeぉon―GぃveD法 ;以 下 T―G法 と略す)がある.

ではこれらの手法をどのように利用するか,その論旨を要約しておこう.

まず,強 メトリック距離の関係に ある行列 D+に T―G法を適用すれば 明 らか に <〃,ん >
上の情報はすべてユークリッド空間内に布置できる。しかもこのとき,<″,ん >上の距離と,

T―G法でえられる固有値 および布置行列との間に, ある密接な関係がある。そこでこの特性

を利用して系統樹の評価を行 うことができる.

T―G法はメトリックな距離空間を前提にした手法であるために, ノンメトリックな構造の

データに対して適用することが難かしい。しかし,現実にはノンメトリックな非類似度データ

を扱 うことが多い。一方,AHC手 法は,前述のように多様な種類の非類似度行列を扱 うこと

が出来るが,系統樹の解釈が主観的となりやすいという難点がある。そこで <〃,ん>上の非

類似度 は必ず メトリックであるという点に注目して,任意の非類似度行列 Dに 対して AHC
手法を適用して個体間の関連をメトリックな情報 として近似表現した上で, さらにその情報の

解釈を客観的に行 うために,T―G法によリユークリッド空間内に布置する.以上の手続きに

より2つ の手法の不足を互いに補 うとともに,その一連の処理過程で現われる規則的な性質を

用いた系統樹の評価方式まで考えることが可能となる

以上から明らかなように T―G法が重要な役害」をはたすので,次にその要点と性質をまとめ

てお く.

〔主座標分析法 (Tor.・eぉm―GOwer法 )〕

(1)D=(あ′)か ら五一(α′ノ)を作る (グ ,ノ =1,2,…・
,

(2)五 からB=(みノ)を作る。

ここで, ιググ=″グ.+α.′一α′ノーク・・
α′.一 澪α′ノ%,α・′=澪 αグノ%,ク..=二 αメノπ

2

′                 '                 2,′

(3)Bの 固有値 λα(α =1,2,… ・,夕 ;λ l>λ 2>…・>λク;夕≦%-1)を求める.

(41 χ
(め

′工
(め =λαとなるように調整した固有ベクトル エ

(め (負 荷量ベクトル)を 列 とする

布置行列 X=(工
(。 ,χ (",… ・,χ (ρ )を求める.

(5)Xの 第 ″行ベクトル χ′=(χ′1,χ′2,… ・,χグク)′ が個体 グの座標を与える。

上のことから XX′ 一B,X′X-4`=diag(λ l,λ 2,・ …,λ″),λ″-0)であり,よ り具体的に

は次の性質がある.

① I=Σ Xイπ=0(原点が平均ベクトル)

② 工
(α )′

″
(α)=λα (α =1,2,‥ ・,φ ;夕 ≦%-1)

"(め

′χ
(の

~0 (α tt β;直交条件)

③ 任意の個体づ,ノ に対して

″

１

一
２〓

αでここπ
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け,一χハ
′
(工′―χグ)一 の′-2ろ ,ノ 十しノ

==―一α′′+2のブーαググ==2αグノー″′ノ
2

④ ιり=″′
′エグとくに,ろグ′=κ′

′χ
`=島

.+ク .ノーα..

⑤ ③,④ から,Σあノ
212=%tr β一πtr И

,,′

さて,系統樹の構造は,2つの個体 (ま たはクラスター)の 逐次連結あるぃは逆に逐次三分

割から成 り立っている.こ のことから系統樹の基本をなす単位 は,図 1の (i)～ (iii)の 3つ の

型で代表される。%=4の場合には図1(iv)の 型も考えられるので,こ れを加えてとりあ えず

4通 りの型について考察しよう.図 1の 4つの型のうち (iv)は (i)の 合成,(iii)は (il)の 拡張

と考えてよい。そして一般に %が大きい場合でも,その系統樹はすべて (i)～ (市)を基本単位

として分解できるので,こ の 4つ の型を基本系統樹と名づける。

A.図 1-(i)の 場合

基本系統樹のうち図 1-(i)は

D+=

となるから T―G法を用いるまでもなく,X=(α,一α)′ (α>0)の 形の布置を得る.そ して,

T―G法からえられる固有値 λlと 力1,α の間に明らかに次の関係がある.

(2)       ん12=2λl または λ■-2α
2

B。 図 1-(ii)の 場合

次に図 1-(ii)を考えよう。ここで δll―δ22=δ33~み 0=0,δ 12=み1,δ 13~δ23~み2(0<力■<ん 2)

であるから,

準核:ち 綱
となる.こ れに T―G法を適用すると布置 Xは ,符号を除いて一意に定まり

X= 形]¨
で与えられる。これは 2次元ユークリッド空間内に,3点の重心を原点として等辺が他の一辺

より長い二等辺三角形 (δ12<｀ 3=δ 23)を 布置したことに 相当する.こ こで,δ212=力12-4ι
2,

δ312~δ 322=ヵ 22_9α
2+ろ2で

ぁる。一方,T―G法の性質から,2つの固有値は λl=6α
2,λ

2=2ろ
2

(λl>λ2)で与えられる.以上の関係を整理すると次の式がえられる.

(4.1)

(4.2)

C.図 1(lii)の 場合

)争 |

λl ==2λ 2

カ22==λl+:λ 2

続いて図 1-(iii)を調べる.D+
δ41=δ42=δ43~力3(0<力1<λ 2く力3)

α

α

ろ

ι

δ
`′

一λ。=0(じ -1,2,3,4), δ12=ん 12,δ31~δ32=み 2,

のときの布置行列は ,

(こ こで各記号は実数,と くに g>0)

ま

こいである．『引州副
6) X一
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となる (各面が δ12<δ31~δ32<δ41~δ42=δ43を満たす二等辺三角形であるような四面体を考え

れば よい)。 この場合,図 1の (i),(ii)の 拡張 となっている。これにつぃてやや詳 しく説 明 を

加えてお く。

まず T―G法の性質①,② により,

(6)         2α ttι ttθ =0, 2″ 十ι十/=0, 2α″十ろ
`十

θノー0

である。同じく②から,固有値について次の関係がある。

(7)        λl=2α 2+b2+θ2, λ2=2″ 2+ι2+/2, λ3~2g2
(こ こで λl>λ2>λ 3)

すると，　ぃ
経一
１
一２

方，
　
③
　
③
⑨
ば

⑩

橘

一　
　
　
　
　
　
　
式

　
　
続
　
　
　
　
と

=―キ+モ 修ん22+み 3つ

2(ら 2+ι2)=ろ
33

=―寺十
1霊

“
み22+ヵ 3り

であるから,g2-λ 3′
2を第1式に代入しさらに,4(α

2+″2),2(ι 2+ι2)を求めて式 (10)に代入

すると次の関係を得る.

(11) 2カ22+3/732=4(λ 2+λl)+2λ 3

こうして,あ
2を λで表わすことが出来る.なお式 (11)の 関係を求めるために式 (8)の第 2式

から出立したが,式 (8)の第 3,4式を用いても式 (11)と 同じ関係式がえられる.し たがって

T―G法の性質だけから,Z22と み32と をこれ以上分解することは出来ない.

D.図 1(iv)の場合

基本系統樹の最後の一つにつぃて, 上と同じ方式で 計算を行 うと布置 Xと して次の関係を

得る (こ の場合には各面が,δ 2■
~み 1<δ 43=み2<δ 3■ =δ32~δ 4■

~δ42~ん3を満たす二等辺三角形 と

なるような四面体を考えればよぃ).

―α  O  θ

一α O― θ

α ―ι  0

α  ι  0

(12) X=
(α,ι,θ >0)
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この とき水準 と固有値 との対応は次の ようになる .

(13.1)        ん12-2λ 3

(13.2)         λ22=2λ 2

に3.9     カ32~λl+;● 2+λ♪

以上で基本系統樹について,水準関数 と T―G法 による固有値,負荷量ベクトルとの関係が明

らかになった .

ところで,式 (4.2),(11),(13.3)は それぞれ次のように書きかえることが出来る.

(14.1)          力12+2み 22~3(λ2+λl) (式 (4.2))

(14.2)          λ12+2み22+3み 22-4(λ3+λ2+λl) (式 (11))

(14.3)         力12+ん22+4み32_4(λ3+λ 2+λ■) (式 (13.3))

さて,以上の結果を観察すると次の性質がある.

(Pl)<″ ,ん>上の距離行列 D+に T―G法を用いて得られる布置行列 Xは必らず (%-1)次

元ユークリッド空間内に布置できる (こ れについては,Lefkovitch[5],Holman[4]を 引用すれ

ば明らかである).

(P2)階層構造 π 上の入れ子の関係が水準の平方 力α
2に

関して成 り立つ.あ るいは 力α
2の一次

結合で系統樹は合成できる.こ れは上で求めた水準と固有値との各関係式をみれば明らかであ

る。たとえば,図 1の基本系統樹はそれぞれ次のように解釈できる.

a)図 1-(ii)は (i)の 大きさが 2の クラスター (1,2)に ,大 きさが 1の クラスター (lEl体 )

(3)を 追加してえられる。したがって (i)でえた 力12に , クラスター・サ イズの重み係数で調整

した (1× 2)力22を加えて式 (14.1)の 左辺となる。

b)(ii)で えられる大きさ3の クラスター (1,2,3)に 対して 〔4}を 加えて (ili)と なるので,

式 (14.2)がえられる.

c)図 1-(iv)を 考える。図 1-(1)の 単位を 2個合成する。これが 力12+ヵ 22に 相当する。次

はクラスター・サイズがそれぞれ 2である 2つ の クラスター (1,2),〔3,4)の 連結により,重

み係数を 2× 2=4と 求めて,4λ 32と する.こ れらを合成して,式 (14.3)を 得る。

ここで,性質 (P2)ぁ るいは式 (2)お よび (14.1)～ (14.3)の 関係は, 簡単に,一般の πに

対して成 り立つことがわかる.こ れは次の 2つ の規則として表わすことができる。

<規則 I>
すべての系統樹<″,力 >は基本系統樹の合成により構成されている,あ るぃは基本系統樹の

単位に分解できる.し たがって個体数が %である任意 の <〃,ん >か ら求めた り+に T―G法
″ -1

を適用して得られる (π -1)個の固有値 λπ α(α =1,…・,π-1)について,その総和
層 1%―

αは

必らず水準の平方の一次結合により表現できる.すなわち,

にう      たlψ
αんα2=%Л

lλ
″α 幹≧幼

(こ こで,ワαは正の重み係数 ;λlく力2<…・<λπ_1;

λ%1<λ″2<・ …<λl)

この規則の証明は T―G法の性質 ⑤ を用いれば明らかである.すなわち⑤ から,

任0    ÷勇δ″2=π ttλ
″

であるが,δ′ノ
2は必らずいずれかの力α

2に等値である。とくに最終の連結の水準れ-1を 考える。
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この水準で結合する2つ のクラスターを Cl,ε 2(ε l,ε2(″)と かき,そのクラスター・サイズ

をそれぞれ %1,多 2(%1+%2~π)と おけば,式 (16)の 左辺 は必ず 2%122れ 12の項 を含まねば
ならない (D+中 に 2%1%2個 の みπ12が ぁる).次に,水準 んπ2を考えると,み″_2~maX〔ん(εl),

ん(C2)〕 であるから,か りに み″2~ん (ε■)と して ε.を %11,%12個 (%11+%.2=%.)に ,水 準 力″_2

で分割することを考えると 2%11%12み 多22の項を含まねばならない.以下同じことを繰 り返せば ,

すなわち

'+の
要素のうち等値であるものの個数を調べ,こ れを対応する水準の平方の係数 ψα

とする操作を繰 り返すと,式 (16)の 左辺は必ず んα
2の一次結合となる.こ れを逆順に考えて,

水準 み12,222,…・の順に基本系統樹を単位 として合成しても同じ結果がえられる.以上から式
(15)の成 り立つことがわかる.

いま <規貝UI>の特別な場合として,図 1の (i)～ (iii)の 拡張を考 えよう すなわち,2個
に 1個が追加, 3個に 1個が追加,―・と逐次 1個の個体を連結し増殖させる, いわゆる ``連

鎖性のある系統樹"の場合である。このとき次の関係が成 り立つ。

<規則 II>

連鎖性のある系統樹 <〃,″ >について,その水準関数 力αと <″,み>上 の距離 D+に T―G
法を適用してえられる固有値 λtt α(α =1,2,…・,π -1)と の間に次の関係が成立する.

″-l       π-1

Σ α力α2=%Σ λ″α (%≧ 2)

さてここで,(Pl),(P2)に加えてさらに以下の性質が観察される.

(P3)水 準関数 と固有値 との間には,I頁位に関して形式的に逆順の対応がある。

a)と くに,2個の個体が初めて連結する場合を考えると,そのときの水準 んαは固有値 λ多_α

と次の関係にある .

(18) 力α ==2λ %_α

b)一 般に,あ る水準 みαで連結 するクラスターのうち少くとも一方が,ク ラスター・サイ

ズが 2以上のクラスターの場合,みα
2は必ずしもλ%α だけで表わすことは出来なぃが,性質の

(P2)を考慮すると形式的に 力α
2は λ″αと対応する。

(P4)布 置行列 Xの要素の配列がクラスターの分割 (あ るぃは逆に連結)に対応した規則性を

もつ .

たとえば式 (3),(5),(12)の Xを観察すると負荷量ベクトルの符号 と数値から,系 統樹 上

の連結または分害1の情報を読みとることが で きる.式 (3)で は 力12つ まりλ2に 対応するベク

トル χ(0で 〔1),(2)と 分害」される.ま た 工(D′=(―α,一α,2α)でぁるからここでも符号 と数

値から [1,2)と 〔3)に 分害」される.式 (5),(12)に ついても全 く類似の関係がみられる。

(P5)(P3)と の関連で,水準 あαでの結合は形式的に 負荷量ベク トル χ
(π めに対応すると考

えてよい.しか も,一旦結合した 2個の個体については, そのときの結合水準より値の大きい

水準に対応する負荷量ベクトルの要素はすべて 同値となる.た とえば 式 (5)で 力12す なわち
λ3に相当するベク トル χ(9を除く(つ まり個体 1,2を併合する)と ,工(D,I("の 要素につぃて

個体 1と 2を 区別することは出来ない .

以上で基本系統樹 の上からえられる強メトリック距離あるいは水準関数 λαと T―G法から

えられる固有値 λtt α及び負荷量ベクトル (あ るいは布置 X)と の対応を知ることが 出来た .

T―G法 とは距離 (平方ユークリッド距離)の 関係を分散・共分散行ダUに 置きかえた上で主成

分分析により情報の縮約を行 う,あ るいは個体をユークリッド空間内に布置して観察するとぃ

う点に特徴があるが,上の事実も,λα
2と λtt αとの対応において,こ の特性を反映したものと

いえよう.

″
‘
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図2 π=5に対する系統樹と得られる布置行列のパターン

基本系統樹で調べた関係が 確かに成立す ることを個体数が 5(%=5)の場合 と, い くつかの

数値例に より検証 してお こう。

π-5の場合,水準 λαの連結順位に対して相異なる階層構造を生成す る系統樹の組み合わせ

は図 2の 5通 りがすべてである.か りに個体番号の 付与の順が異なっていても,それは系統樹

からえられるD+の行と列の適当な入れ換えにより必ず 図2の (i)～ (v)の いずれかに対応す

る.

さて,(i)～ (v)に 対してそれぞれ行列 D+を作 り,T―G法を用いると図 2の右側に掲げた布

置行列がえられる。各組を識別するために添字をつけて X。 ),XO),…・,X“)と 書 くことにす

る。まずX。 )に ついて前述の方式で計算を行 うと,水準関数 と固有値について次の関係を得る.

(19)

第 3式は

(19)′

ここで性質

がある.

1貌三物唯……め
<規則 I>か ら次のように書き換えられる.

212+222+2カ32+6み42~5(λ4+λ3+λ2+λ l)

(P2)を用いると各連結の水準と生成されるクラスターとの間に確かに次の対応
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<ク ラスターの生成過程> <水準関数の合成>
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|
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(*|()内 はクラスター・サイズ

λl==0.8080,  λ2==0.4050,  λ3==°・4020,  λ4==°・0050



分類系統樹の性質とその比較評価方式

表 1 水準関係と固有値の関係

個体数 (%)1     関 係 式 対応する系統樹

| 
み.2=2 λl 図 1(,)

1瓶

2λ2

=3 λl+λ2

2カ22=3(λl+λ2)

図 1(ii)

λ.2=2λ8

1みit]fiL12讐 l梶駆転→
図 1(ili)

み12=2/N3
λ22=2λ 2

2λ32=2λ■+λ2+｀
み.2+力 22+4232=4に 3+λ2+λ l)

λ.2=2礼
み22=2λ3

2λ32+6カ42=5(7t2+λ ■)+3(ヽ +社 )

み.2+み 22+2″32+6″42=5(れ 十λ3+λ,十λl)

|力12=2れ
| み32=2λ2

1 2み22+6λ42=5(ヽ十λl)+3(λ 2+社 )

み■2+ら32+2カ22+642=5(れ 十λ2+Lttλ l)

[疵尻鼻讐環せょ対年北年L十相

1時

m

図 2(0,(i0

ヒJl_
2-(iv)

図 2(v)

|

|

図

| た12=2れ
l  ヵ.2+2カ22+3み 3

2+´♂=嶽け ヽ九 匈
|

み1<″2<み3<み4,λl>λ2>λ3>れ である.
*)表の中で,

X一

0.4782   0.45  0.0827  0

0.4782 -0.45  0.0827  0

-0.1440  0    -0.5579  0

-0.4062  0 0.1963  0.05

0.4062  0     0.1963 -0.05

ヵ12=2λ4,力22=2λ 2,ん32+6カ42=5(λ 4+λ 3)+2(λ 2+λ l)と なり (P3) の成立は明らかである.さ

となるが,左辺,右辺ともらに <規則 I>に よリ カ12+2ん 22+ん 32+6カ42~5(λ 4+λ8+λ2+λ l)

8.1と なリー致が確かめられる.

またいずれの例も,Xの 要素の配置が系統樹上のクラスターの分割 (あ るいは連結順位)に

対応している.その他の性質についてもその成立は明らかであろう.

ここで要点をまとめると次の通 りである.

1°)系 統樹上の %個の個体間の関係は強メトリック距離であるから,情報を失 うことなく,

T―G法により必ず (%-1)次元ユークリッド空間内に布置できる.

2°)こ のとき,系統樹の水準関数 と T―G法でえられる固有値との間に規則性がある.

3°)任 意の系統樹は,必ず基本系統樹に分解することができる。しかもこの分解は水準関数
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の合成 として表現できる.

4°)ク ラスター化の過程,あ るいはクラスターの構成は布置行列の要素の配置に現われる.

3.分 類系統樹の比較

次に前節までの結果を利用して系統樹の比較・評価を行 う方式,すなわち以下の問題の解決

に手掛 りを与えるような評価手順を考える.

1)<″ ,力>上に生成されるクラスターの強度の評価

2)D+と つ の適合性の評価,すなわち系統樹 <〃,力 >上の距離が,Dの それをどの程度

近似してぃるかをあらわす方法

3)複数の系統樹の比較方式

ここで 1)は クラスター化の程度を測る規準, いいかえるとクラスター数の目安を与える規

準を工夫することである。また 2),3)は,系統樹間の比較あるいは T―G法でえられる布置行

列間の比較の方式を考えることに相当する.こ れらの問題に対して,前節までに調べた系統樹

の性質を応用した評価方式を検討することが本節の目的である。

ここで,λα(α =1,2,…・,%-1;λ l>λ 2>…・

>λπ l)は T―G法 でえられる固有値 で あ る。

また んは,第 (%一 た)番 目の連 結 みπたに対応

す る.つ ま り,ク ラスター数が (ん +1)の 場合

に相当す る。

T―G法が,与えられた個体 の布置の重′心を

原点 とする主成分分析であるという事実と,水
準関数の平方が固有値と逆順に対応するという

性質からこの指標を用いることは自然である.

またその有効性は次の例をみれば十分理解でき

る.

<数値例 3>
図 3の (i),(ii)に対して,次のように水準関

数を与えてみる.

３．．紡
一＜ｉ＞
つた
蝶
札
盪
先

３

ま

型

し

ま

よ

図3 連結順位に関して同型の2つの系統樹
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(i)に 対 して : ん1(1)=0.1,あ 2°
)~0.15,み 3(1)=0.2,み 4°

)=0.25,

775(1)=0.4, れ (1)=0.8

(ii)に 対 して : 力1(2)=0.2,力2(2)=0.35,み3(2)=0.5,″4(2)=0.6,

L (2)=0.65, 力6(2)=° .7
ここで (1),(ii)を区別す るために水準関数に上添字をつけてある .

このとき,T―G法でえられる固有値 か ら寄与率 , 累積寄与率を 求め一覧にす ると表 2を得
る.か りに累積寄与率が 80%を満たす ことを 目安に, 水準の位置すなわち クラスター数を見

積 ると,(i)では λl,(ii)で は λ3ま で となるので,ク ラスター数は,(i)が 2群 ,(il)が 4群 と

求められ る.すなわち ,

(i)に対して, I(1,2,3),〔4,5,6,7}}

(ii)に対して, I〔 1),(2,3),〔 4,5,6},(7)}

とクラスター化することが適当であるとなるが,こ れは図を観察してえられる実感ともよく合
っている.こ のように,寄与率を用いて系統樹の形相を計量化することができる.なお念のた
めに,こ の例につぃて<規則 I>が成立することを確かめておこう。基本系統樹の合成から得
られる関係式は ,

6

(ヵ12+2λ42)+(ん 22+2み32+3カ 52)十 (3× 4)262=7 Σ λ7α
α =1

である。上の (i),(ii)で 与えた水準関数 と,求めた固有値について数値を求めるとこの等式が
成立していることが確かめられる.さ らに,み12=2λ6,力22~2λ 5の 成立は容易にわかる.

表 2〈数値例 3〉 の結果

(D の 場 合 (il)の 場 合

与 率 累積寄与率 1    礼    1 寄 与 率 1累積寄与率

1

2

3

4

5

6

1.01054

0.11009

0.39909× 10~1

0.22866× 10~1

0.11250× 10~1

0.5× 10~2

84.23

9.18

3.33

1.90

0.94

0.42

諸維|[鴛 :

98.64   .   0 14407

99.58 1 0.61252× 10・

100.001o.2× 10~1

1 寄

|
42.66

21.05

17.80

11.82

5.03

1.64

42 66

63.71

81.51

93 33

98.36

100 00

3.2 複数の系統樹の比較

ここでは,本節の初めに挙げた問題のうち 2),3)に ついて議論する.すなわち複数の系統樹
の情報を同時に比較し,系統樹間の類似性や個体間の類似性を評価する方式を検討する.こ の

問題は次のように考えれば実は今までの議論の拡張であるから,前節までの結果を応用してこ

れらを解決する手掛 りを得ることができる.

いま,系統樹がその階層構造 と連結の順位 (水準関数)の大きさにおぃて良く類似したもの
であれば,T―G法からえられる布置行列の配置のパターンも類似しているはず であ る.すな
わち複数の系統樹の比較は,そ のまま複数の布置行列の比較 の問題 に置き換えられる。こう
した分析に適した方法 として容易に連想されるものに プロクラスタス法 がある.こ こでは多
数個の布置行列の整合を行 う方法 として C」Owerに より提案された, 一般化プロクラスタス法

(Generalized PrOcrustts Analぃ is;以下 G―P法 と略す)を 用いることにする.

G_P法は,与えられた複数組の行列 に対し,適当な変換 (回転,反転,尺度調整 (伸縮))
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を行 うとともに,行列間の整合を最小二乗法を利用して達成するとい うものである.結果とし

て,与えた行列の平均的布置行列 (い わゆるコンセンサス布置行列)yが 得られ,それと同時

に各行列がこの アに対してどの程度適合しているか,あ るいは各点 (個体)の アに対する寄

与はどの程度であるのか, といった情報を一種の分散分析表の形 として求めた上,残差分析に

より適合性を量的に評価できるという利点を備えている (詳細は文献 [1],[3],[81,[9]を 参照).

G―P法による系統樹の比較の手順はきわめて簡単で次のように行えばよい。

(手順1)与えられた非類似度行列 D=(あ′)(グ,′ =1,2,…・,′ι)に複数のAHC手法κバι

_1,2,…・,%)を適用して%組の系統樹 <″ (ι ),2(7)>(ι -1,2,…・,%)を作る.

(手順 2)<″ (ι ),ん (ι )>(ι -1,2,…・,%)か ら %組 の D′ +(ι -1,2,…・,%)を 作 り T―G法

によりこれを 効 組の布置行列 Xι
(ι
=1,2,… ・,%)に 変換する.

(手順 3)Xι (ι
-1,2,… ・,%)を G―P法により整合し,コ ンセンサス行列 yを求める.同

時に,%組 の布置および π個の個体についての 分散分析表を作成する これに基づいて系統

樹および個体に関する類似性の評価分析を行 う。

Dか らえられた %組の系統樹の比較は上の手順で行えばよい。さらに,%組 の系統樹が
'

(す なわちもとの個体間の関連性)に対して,それぞれどの程度適合しているかを知 りたい,つ

まり “解の適合性"の評価分析を行 う場合には,上の方式を拡張して次の手順を加えればよい .

(手順 1′)与 えられた非類似度行列 D=(あノ)に対して,T―G法 を適用する.こ こで ″′ノは

メトリックとは限らないので固有値に負の根が現われることがある.こ のときには正の根とそ

れに対応する負荷量ベクトルを求める.あ るぃは寄与率を目安に適当な次元数までの固有値に

対応するベクトノィを求める に のとき寄与率は,式 0の 分母を
目

λ″α とす る.国 を参

照).こ うして
'に

対する布置行列 X‐0を作る.こ の X。 を上の手順の 名組の Xι に加えて,

(17i+1)組 の布置行列とし, これに上の (手順 3)を行えばよい。

ところで上に述べたように X。 の次元数は系統樹から出立した場合 と異なり必ずしも (%-1)

次元とはならない。しかし,G―P法によれば次元数の異なる行列の整合の場合には行列のラ

ンク|ま min〔 rank(XD〕
(ι
=0,1,… 。,%)と して調整される.あ るいは, あらかじめ次元数

`′

を指定した上でこれにそろえて X′
(ι
=1,2,…・,多)も z次元ベクトルまでを採用するとい う方

式も考えられる.こ のことは第
`主

成分までの負荷量ベクトルを用いることであるから,各系

統樹について,次元数 2に相当する水準で切断を行ったことに相当する.し たがって,切断の

位置より数値の小さい水準において連結した個体は合併されて 1つ のクラスターと考えること

になる.こ れは,系統樹の上の特徴的な連結のみを強調し,類似した個体またはクラスターは

併合して考えることに相当する.

上の方式を数値例により確かめよう.

<数値例 4>
図 4の 4つの系統樹の比較を考える。図を観察すると (i),(ii)が類似し (ili)はそれらと同型

ではあるが個体の連結順位 (すなわち階層構造)が異なるので,個体番号まで考慮すると,類

似しているとはいえない.ま た (iv)は個体番号の並びは (i),(ii)と 同じであっても,連結のパ

ターンが異なる.

まず (i)～ (iv)に 対応する4組の Dι +(ι =1,2,3,4)を 作 る。続いて T―G法により4組の布

置行列 X′ (Z=1,2,3,4)に 変換する.こ れに G―P法を適用した結果,次のコンセンサス行列

を得た。



分類系統樹の性質とその比較評価方式

y=

yの 2次元までを使って散布図を作ると図5と なる。これをみると確かに系統樹の上の個体間

の関係を良く反映し,しかもクラスター化の状態をうまく表わしている。また分散分析表は表

3の (a),(b)で 与えられる。ここで (a)は 個体についての分散分析表,(blは 布置行列の組

(つ まり系統樹の組)についての残差分析の表である.(alの ②欄から個体番号 1,5は コンセ

ンサスに対して適合が良いとはいえない しかし①欄をみると番号 5の個体のコンセンサスに

対する寄与の程度は高い (40.2%)の で系統樹を特徴づける重要な点 (個体)であることがわか

る。これに対し個体番号 1はそれほどでもない.一方 (b)をみると,(iii)の 系統樹の適合がき
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表 3 G―P法の結果

第1号 1981

わだって悪い (残差が o.2679)が ,残 り

の 3つの系統樹は類似しているようであ

る.その他群内平方和に関する情報 ((a)

の③欄,(b)の ②欄)か らも上の傾向が

みえる.

こうして,複数組の系統樹の比較分析

を効果的に行 うことができる.

4.む  す び

AHC手 法の解すなわち系統樹の解釈

や評価は,こ れまでこれといった極め手

となる方法がなく,往々にして恣意的判

断 となり易いという難点があった.こ こ

ではこうした問題に客観的な手掛 りを与

える一つの発見的方法を提案した .

l④=① /③ ×Юo%

一鮒̈
一
麟

一

＜％＞
‐

＜

038568 (10.9)

0 62115   (17.5)

0.51266    (14.5)

0.60251   (17.0)

1 42460   (40.2)

0.12806 98.2)

0.05836(12.9)

0.09801  (21.6)

0.06687  (14.7)

0.10207  (22.5)

0 51374

0.67951

0.61068

0 66938

1.52669

75.1

91.4

84.0

90 0

93.3

3_5466 (100)

(b)

0.45338(100) 4.0000 1

系統樹についての残差分析表

系統樹の番号

0.0621

0.0728

0.2679

0.0506

1.0663

1.0525

0.8002

1.0810

0.4534 4.0000

なお,解の適合性,すなわち D+と Dと の適合性の評価の問題についてはその方式の提案

に留めたが,い くつかの数値実験では良い結果を得ているので改めて報告したぃ。また,一般

に個体数が %の場合,系統樹の水準関数を “個別に"分解してこれと T―G法で得た固有値と

の対応関係 を調べることや,G―P法の改良 (重みつき最小二乗法とすること)な どが今後の

課題 として残されている。

最後に,適切な助言を与えて下さった水野欽司氏,な らびに査読者に,いから謝意を表します .

(*)1,2,5は ほぼ 1,2軸平面上 に,3は 3軸
の正,4は 3軸 の負のイ具1に 布置 される

は)個体についての分散分析表

①コンセンサス
ヘの寄与
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